Meétodos de integracion

Integracion por partes

De la derivada del producto de dos funciones obtenemos la férmula de la derivacion por partes.
(w.v)' =u -v+u-v' quesepuede escribir d(u.v) =du-v+u-dv

Tomando integrales en los dos miembros de la igualdad tendremos:

fd(u.v)zfdu-v+fu-dv

Teniendo en cuenta que la integral de la derivada de una funcion es la misma funcién y utilizando la notacion

de integral tendremos:
u-vzfdu-v +fu-dv

Despejando llegamos a la formula de integracion por partes

fu-dvzu-v—fv-du

que permite calcular la integral de un producto de dos funciones

Seleccionamos u de manera que se simplifique al derivar, y dv que sea facilmente integrable. En caso de
reiterar el método, elegimos los mismos tipos de funciones en cada paso.

Teniendo en cuenta que dv =V’ y que du =u’ La formula también se puede escribir:
Iu-v' ks zu-v—ju'-v ax
Ejemplos
j X COS X dX

Hart var

H=x —0 s =1

integrar

v/=cosx S ¥ =gen x

_[ X COSX % zxsenx—_[ sen xdx =x senx +cogsx + C

Si al integrar por partes tenemos un polinomio de grado n, lo tomamos como u y se repite el
proceso n veces.

jxaexdx
L= xe® derivar L= T2
v o= et inteqrar v o= ef




j x*e*dx = x7 e* - 3.[ x? e*dx

2 derivar

U=x L= 2w

integrar v = et

j x*e*dx = x° e* —3(}(2 e* —2_[ xe”dx) =
= x° " —-3x%e* +6j x e*dx

TR, cerivar =1

!

Vo= @t integrar Vo= of

= x° e* —3xze”+6[xex —jex dx):

=xPe® —3xPe 46’ —6et + C =g [XS —3x2+6><—6) +C

Si tenemos una integral con s6lo un logaritmo o un "arco", integramos por partes tomando:

j arc cotg x dx

. ) 1
U = arc cotgx derivar T —

foq integrar

_[ arc cotgx dx = x arc cotg }{+_[ lL
+

Clx =
X?Z

= xarc cotg x+%ln[1+ xzj + C

Si al integrar por partes aparece en el segundo miembro la integral que hay que calcular, se
resuelve como una ecuacion.

j o™ gen2x dx

T derivar

U=e L= Ze¥

integrar

vi=gonZx v:—%coszx



_[e?“ sen2x dx = —%e?“ c052x+;[ 0% cog 2x dx

= o deri var Lt = Za

V' = cos2x — MLEQrar oy, %sen 2X

_[e?“ Sen2x dy = —le?“ COS2x + 3 £e?“’f Senz2x - Ejeax Sern 2x dx
Z 217 Z

_[e?“ senExdx:—%e?“ c052x+%e“ Sen 2Xx — %j ¥ gan 2x dx

_[e?“ senlxdx+§j 0¥ gen2x dx = —%e“ c052x+§lea‘f sen2x

_[e?“ Sen 2x o .4 —le:’“ c052x+§egx senzZx | + ©

1 Z
_[e?“ sen2x dx = %em [—Ecoszx +3sen 2x) +C

Integrales racionales

En las integrales racionales suponemos que el grado del numerador es menor que del

denominador, si no fuera asi se dividiria (recordar que D=d-c+r , luego dividiendo todo por d resulta
D r
a=cry)

P(x) . R(x)
Jomal o] g

Una vez que sabemos que el denominador tiene mayor grado que numerador, descomponemos el
denominador en factores.

Dependiendo de las raices del denominador nos encontramos con los siguientes tipos de integrales
racionales:

1° Integrales racionales con raices reales simples

. P(Xx) L "
La fraccion ——= puede escribirse asi:
Q(x)

F
[x)=A+B o

o) (x-a) (x-b) (¥-¢)

Los coeficientes A, B y C son numeros que se obtienen efectuando la suma e identificando
coeficientes o dando valores a x.




Ejemplo

_[ 3x* + 5x dx

x2-x-2

357 +5x |xf-x-2

ldx+6| 3543

P I3x+3 de

_[ S+ B
x:—x =2

X:P-x -2
Descomponemos en factores x? — x —2 = (x — 2)(x + 1)

ldwx + 6 A =)
+

XP-w -2 x-2 x+1

Se efectla la suma:

14x+6 A[x+1j+ﬂ[x—2)
x?-x-2 x-2 x+1

Como las dos fracciones tienen el mismo denominador, los numeradores han de ser iguales:
ldx +6=4(x +1)+8(x - 2]

Calculamos los coeficientes de A, B y C dando a la x los valores que anulan al denominador.

x=-1 -8=-38 8= 8
3
xX=2 34 =3A A= 34
3
14x+6 14x+6
Resulta [ (Bx +3+- 2) JBx+3dx+ [5— dx =

[Core e [22 acr [ 22,
x T 2T i 1Y

Luego
1dx +6 3 34 g
I[BX +3 4+ e 2]dx=§>«f2+3><’+?|r‘|[,><*—2)+§|r1[;»<+1) +C

2° Integrales racionales con raices reales multiples

P(x
En el caso de que aparezcan raices dobles, triples, etc., la fraccion %x; puede escribirse asi:




Ejemplo

3x + 3 q
-[XE—XZ—X+1 g

wF—w® w4 =[>< +1)[,><—1)2

3x+5 A 8 C
= + +
x*-x*-x+1 x+1 x-1 [x_l)z

3x+5:A[x—1)2+ﬂ[x2—1)+t:‘[x+1)

Para calcular los valores de A, By C, damos a x los valores que anulan al denominador y otro mas.

x =1 g8=2C =4
x=-1 2= 4A A=l
2
1
x=0 5-A-B+C B=-3
.[ 3x+5 dlej dx 1 dx +4_[ dx _
x*-x'-x+1 27 x+1 29 x-1 [x—1)2
=1In[x+1)—1In(x+1)—i + C
2 2 x-1

3° Integrales racionales con raices complejas simples

. P(x) . ]
La fraccion 0 puede escribirse asi:

()
(

P
o

Esta integral se descompone en una de tipo lograritmico y otra de tipo arcotangente.

x)  Mx+ N
x) 85 + B e

Ejemplo

d'x

_[ 2x?-3x+2
x4+ x

2x2—3x+2_A+Mx+N
x*+x  x x%+1

2x2—3x+2=,ﬂ~(><2+1)+[a"4‘x+w)x

Hallamos los coeficientes realizando las operaciones e igualando coeficientes:



2x2—3x+2:[ﬂ+M)+NX+,&

2=A+M M=0
3=N
2=A

2x% -3x+2 dx dx
-[ x¥ 4+ x dx:zj?—ijerl:

=2Inx -3Zarctgx + C

Integrales por sustitucidon o cambio de variable

El método de integraciéon por sustitucion o cambio de variable se basa en la derivada de la
funcién compuesta.

jf'(u)-u'cixz Flu)+C

Para cambiar de variable identificamos una parte de lo que se va a integrar con una nueva
variable t, de modo que se obtenga una integral mas sencilla.

Pasos para integrar por cambio de variable
j Frw) ' dx
1° Se hace el cambio de variable y se diferencia en los dos términos:
t=u
dt =u'dx
Se despeja u y dx, sustituyendo en la integral:
[y u L= 1) a

M

2° Si la integral resultante es mas sencilla, integramos:

j (B dt=ft)+C
3° Se vuelve a la variable inical:

Ft)+C=F(u)+C

Ejemplo

A

1+ 2x



1+2x=¢ x=

2odx = 3t ot dx

[E_IT
2 ) 3 L 3p(f 2041, Bria _
J' gt = j[—] r.:ir_gj(r 2t* +t)dt =

t 2 2 i |
] 5 2
8.8 5 2

2 (@) 2 @) L )

20 16

Cambios de variables usuales

[ R{5a?-=")ax x=a sent
_'R(x,m)aix x=atgt
| R(.x,ﬁ)cix x=a sect
IR[maﬂbJﬁ _ax+b
cx +d cx—d

5. En las funciones racionales de radicales con distintos indices, de un mismo radicando lineal ax
+ b, el cambio de variable es t elevado al minimo comun multiplo de los indices.

e 3

4.

6. Si R(sen x, cox Xx)es par:

Cambio sen x COS X tgx dx

t 1 dt

J1+ 82 i+ 8 1+t

7. Si R(sen X, cox X) no es par:

t=tgx



Cambio sen x C0S X tgx dx

t—tgi 2t 1-¢ 2t 2dt
2 1+ 1+t 1-¢t° 1+

Ejemplos
X4
- dx
.[ (1_ xzf
x =sent
iy = Ccostdt
x* sen’ t (1- cos” tjz
_[—dxz-[ COStdt=j—2dt:
m J(l—se—nzt)z cos ¢
_ _[ 1 —ECDCS;;-; cos*t it =.[ cirzt _2_[ it +Ico52td>< =

dt 1+cos2t
'[CDSEt_z'[ dt+'r%dx:

= tgt—2t+1t+lsen2t + C-= tgt+lsen2t—§t + C
2 2 2 2

X =5ent I =arc senx

sen 2 = 2sent cost = 2sen {arc sen x) cos(arc sen x) = 2x 1 — x2

cos (arc sen .x) = \/1 — [sen (arc sen .x):|2 = f1— x°
_[ x—42dx = tg(arc sen x) + x 1- x* - garc senx + C
(1-)

.[ dX
1+cos® x

dt

=1+I2

tg =t il



.[ 1+82 ¢ 1482 _I dt :j dt
1 1+1+¢° 2+t £ )
+ z = 211+ —
1+t 1+t [@]
1
1 5 N 2 t 2 [ ]
—-f2 dt=—arctg—— + C=—arctg gx| + C
s I1+[ t T 2 (‘E) 2 V2
N
-[ dx
Jcosx—coszx
F 2t
g5t =]
2dt 2 dt
1+¢2 _ 1+¢2 _2.[
- _ =

=" T
N I CUEIECE

o)

dt

J2-2t7

2 dt 2 2 [ xj
= = arcsent + C= ——arcsen|tg— | + C
«EIN&—E 2 V2 2
Il_&dx
Ix
xo=1t°
dx = 6t° dt
J‘l_tg 6" dt = 6] (1-°)t°dt = 6] [tE—tE)dt:Et“——t? +C
¢ 2 7
r=4x

=§-ﬁ'x“ —gxﬁx + C

_[ X dx

yxi -4
X =2sect i =Z2sectigtdt
j 2sect Zsect tgt dt =

Jdsec®t -4



B J- Z2sect

- 2secttgt dt :2]‘ secit dt =2tgt+ C
2tg t

i=sect t:arcseci
2 2

2tgt+ C:E\/sec {arc secz] 1 +C=

2
=2|'%—1 +C=xT-4 +C

jL
2+ 50

x=2tgt
dr = 2sec” tdt
_[ 2sect t 1

SEC
dtg” £ f4 + 4 tg’ f tg r,M 1+tg r

_ _[ sec” t Isecf _ jmsf

te” IZsect - tg’t sen” f

cos’ t
= lj cost sen “tdt == —lj cost sen t (-1)dt =
1 1

1

4 sen t

+C

= —lsen_1r+C =
4

x x
x=2tt — =ttt t=ar te| —
= 3 Y 3[2]

jcix:1+c

2 2
* \/4 tE 4 sen {arc tg [g]}

10



Integrales trigonomeétricas

Potencias pares de sen X 0 C0S X

Se aplica el seno y coseno del &ngulo mitad:

a 1—cosix 4 1+ coslx

SEC X = oot Y = —
2 2

j 2

cos” X %

1+ 2 1+ 2

Icnszx.:ixzj[ Cos x] _[ cos 2.x _
—_[ (1+c052x).:ix [.x +—sen2x] :—.:H——senz.x +C
jsen4.xczix

Isen = _[[ —costJ cixz_[ 1—2cnsi.x+coszxﬁix:

= i_[ cix—ichosZ.xaix—l—iI cos’xdx =

x-lsenlx{-lj ﬂcﬂx:
4 4 2

1
4

= lx—lse:.'ﬂz;—kl.x—kisendx—kfj
4 32

zgx—lmﬂh—kimﬂ-ﬁlx—k(_’f

Potencias impares de sen X 0 €0S X

Se relacionan el seno y el coseno mediante la férmula fundamental de la trigonometria:

2 2
sen x +costx =1

_[ sen” x dx

_[ sen” x dx = Isenzx Seny dx = I (1— cosz.x)senx.:ix =

11
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- 1
(SEII X CDSEI SEHI)ﬁiX = —co3x+ ECDSSI +C

cos” xcx

cos” xdx = j cos’x cosxdx = _[ (1— senzx)ms.x.:ix =

2 2
(cosx—ﬂen xcos.x)cix :I coﬂxfix—j sen’x cos xdx =

CO8 X X —%j 3gen‘y cos 5y = sen x —%serﬁx +

cos’ x dx

2
5 4 2
cos X r:ix:j Co8 .xcosx.:ixzj (1—3:2;1 ,x) CoR Xy =

:j COS X (7% — ZI serntx cos.x.:ix-l—_[ sentx cosx dr =

2 1
ZSE?HI—ESEHEX-I-ESE?HjX +

Con exponente par e impar

El exponente impar se transforma en uno par y otro impar.

jsenjx cos’ x dx
5 2 . 4 2 _
ISEH X CO% .x.:ix—_[se?ﬂ.x Senx COost Xy =
2 2 2
= (l—cns x) SER X COS™ Xdx =
. 2 4 2
—j (1—2(:05 X+ cos .x) SER X CO8° xdx

2 4 6
:(j cos” x senx —2C08 X SERn X+ Ccos .x.swz.x)cix

1 2 1
——Zcos x+Zcos x——cos x +

También se puede hacer por el cambio de variable t = sen x 0 t = cos x

12
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j sen’x cos xedo

SENn X = §
it
cosxo = of o =
COSY
1
_[ sen’x cosxdy = _[r“ COSX == _[r“ dt =t + Q= —sen’x+
COSX 5
.[ ] 3
o0s® xsen” el
cosx =§
ot
—san yabe =df = —
Senx
et
_r cos xser’xar = —_[ # zen’x = —_[ 2 sen’y ot =
senx

= —J'r:* (1-cos’x) dt == —_[ £ (1) det = —_[ (£ —¢*yde=

= —153 +lrj + = —lcos3x+lcoij+ .
3 5 3 5

b
Isen x dx
COS X
—-senx dx = dt dx = - dt
Sen X

senx(1-t%) gt

1-¢t° dt
_-[ t sen x -[ t dt:—_[?+_[tdt=

—Int+1t2 + C:—In[cosxj+lcoszx +C
2 2

Productos de tipo sen(nx) - cos(mx)

Se transforman los productos en sumas:

1
senA. cos B = E[sen [A + B) + sen [A - B)]

1
cos A senB = E[sen[ﬂwﬂ)—ser.-(A— B)]

13
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1
cos A cos B = EI:CDS(A+ B)+CDS[A—B):|

1
senA senf8 = _E[CDS (A+ B) - Cos [A— B)]

j sen 3x cos 2.x dx

1 1 cosdx
= E-[ (Sen5x+senx)cix: E[_

—cos.x] +
jmssteandx
_[ C085X sen3x dx = %I (sen8x - sen2x) dx =
=—ic058x+1c052x + O
16 £

j 08 dx CO82X dx
_[cosr-‘lx cosExdx:%_[[cosﬁx +€0s2x) dx =
=isen6x+lsen2x + C

12 £

j Sen3x sen¥x dx

_[ sen3x senfx dx = —%j [cc-s 10x - cos[—-ﬁlx)]dx -

cos (-4x) = cos 4x

—ljmslﬂxdx+1jcns ax dx = - L seniOx + Lsendax + C
2 2 20 8
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